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型的变形来得到可参考 的结果 ． 在结构运行时 ， 布置
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有限单元法
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去分析任何结构包括梁板壳的

应力与变形 ． 基本思想是把结构假想地剖分为很多
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组规模很大的方
ｒ観 ， 未爐个数可以达纖万乃至数百万 ， 用计算

机求解这些方程组 ， 便可以得到这个块体结构的变

形与应力 分布 ． 按照这种思想编制的通腳专用 软

＃很快地形成 了
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个有相 当规模的产业 ． 在设计之

前用这种软件对各种设计方案进行计算 ， 己经成为

图 ８ 三峡水雜蝴浙的最重要的环节 ． 有限单元法的产生与发展Ｗ

以说是在计算机时代的结构力学 ， 在它 的指引下 ， 结

大坝 ， 是
一

座混凝土重力坝 ． 坝体内 还有安装 了 水构设计变得愈来愈合理 、 结构的功能愈来愈强大 、

轮机和发电机的厂房 ， 是
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个典型的块体结构 ．结构设计的工作量愈来愈减小 ，
空前加速和 改善了

在半个世纪 以前 ， 对于
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般的块体结构几乎还
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摘要 首先阐述 了刚体运动的列阵 － 矩阵描述方法 ， 然后在阐轨迹上作纯滚动 ， 接触点 即 为刚体在该时刻的瞬心固连点 ． 然

明刚体瞬心及两类瞬心轨迹等概念的基础上 ， 经过简 洁的数后通过
一

个具体算例展示 了瞬心轨迹运动方程 的求解方法 ，

学推演 ， 给 出 了平面运动刚体的动瞬心轨迹与定瞬心轨迹在并讨论 了运动方程的物理意义 ． 最后对
一

般运动刚体的情形

固定坐标系中投影的运动方程 ． 通过分析二者的运动方程
，
进行 了简 要讨论 ．
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中 图分类号 ： ０３１１ ． ２ 文献标识码 ：
Ａ注意到点 Ｐ 是刚体固连点 ， 因此位矢 ｒ 在固连坐标

ｄｏ ｉ ：１０ ． ６０５２／ １０００－０８７９－ １７－０８３系 〇２；沢 中的列阵 ｐ为常列阵 ， 即 ｐ⑷ ＝ ０ ． 从而有

与刚体固连而瞬时速度为零的点称为刚体在该Ｍ（
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〇 ｛
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时刻的瞬时速度 中心 ， 简称瞬心 ． 如果某瞬时刚体的Ａ ｆ ｌ ）

瞬心存在 ， 则该时刻所有瞬心将构成三维欧氏空间
ｎ

中的一条直线 ， 这条直线称为刚体在该时刻 的瞬时ｇ 巾

转轴 ．

对于平面运动刚体的情况 ， 由 于平行于该刚体（

０－

ｗ
２ＵＪ

Ｖ

、

运动平面的任
一

截面上的刚体固连点 即可代表该刚４

体的运动 ， 且此时瞬时转轴
一

定存在 ， 这时
“

瞬心
”

％Ｘ

一

词特指瞬时转轴与上述给定截面的交点 ． 给定
一＾°／

１＾２２为刚体角速度张量在固 定坐标系 中的投影矩阵 ． 式
．中观察瞬心＿＿＿迹为定瞬心轨迹 刚

给出 了刚体上健
—

点棚定坐标系 度 ，

体相 固连的固连参考系中观察其运动得到的轨迹为

动瞬心轨迹 ．


Ｘ 、 、
、

ｚ 又 ＇

对于平面运动刚体两类瞬心轨迹之间 的关系 ，ｔ

许多理论力学教材将其作为结论直接给 出 Ｗ
． 文献

阁 采用 了 自然坐标系 ， 利用矢量分析的方法给出 了ｐ＼ｘ

上述关系的严格证明 ， 笔者采用 刚体运动在笛卡尔^

坐标系下的列阵 － 矩阵表述 ， 利 用简洁的代数方法
Ｘ

导出 了该关系 ， 供读者参考 ．４ １

为行文的简 洁明确起见 ， 约定函数 ／⑷ Ｔ
）（ｆ

＂

〇

相互独立 ） 的偏导数记号如下

齡，
Ａ

ｍ仇图 １

ｄＴ１ ．２ 瞬心概念辨析与瞬心几何点坐标的推导

１ 两类瞬心轨迹的运动方程通常情况下 ， 在使用
“

知 时刻的瞬心
”

这种提法

１ ． １ 刚体固连点运动的描述时会有两种不同 的含义 ：

一

是指在 ＊
〇 时刻瞬时速度

首先 阐述刚体固连点运动的列阵 － 矩阵描述方为零时的刚体固连点 ， 它始终与刚体相固连 ；
二是特

法 ． 任取
一

个相对于固定参考系静止的点 〇 ０ 作为原指该固连点在 ｔｏ 时刻所在的空间位置 ， 它是不与刚

点建立固定坐标系 Ｏ ｏ
Ｘ

ｏ妁馬 ， 任取刚体
一

固连点 ０体相固连的空间几何点 ， 而只是在 ｋ 时刻与该时刻

作为基点建立固连坐标系 以及相对 固定坐标的瞬心固连点相重合 ． 为避免混淆 ， 本文在表达前
一

系为平移变换关系的平动坐标系 ｏｘｙｚ ． 现任取
一 种语义时将其表述为

“

某时刻的瞬心固连点”
， 在表

刚体固连点 尸
， 设 为 ｐ 相对 〇

〇 的位矢 ， ｉ？〇 为达后
一

种语义时则将其表述为
“

某时刻的瞬心几何

〇 相对 〇
〇 的位矢 ， ｒ 为 Ｐ 相对 ０ 的位矢 （如 图 １点 特别地 ， 在瞬心轨迹的定义里提到的瞬心指的

所示
）

． 并记 ４ 为由 固 定坐标系到固连坐标系的方就是瞬心几何点 ， 也就是说瞬心轨迹实际上是针对

向余弦矩阵 ， 互 ，＆ 分别为 在固定坐标系中瞬心几何点而定义的概念 ？

的列阵 ，

Ｚ１ 为 ｒ
？

在平动坐系中的列阵 ， ￡ 为 ｒ
？ 在固令点 Ｐ 刚体在 如 时刻 的瞬心固连点 ， 则它应

连坐标系 中的列阵 ， 则 ２：
＝于是在１ 时刻有该满足在 ４ 时刻的瞬时速度为零的条件 ． 在式

（
１

）
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对于平面运动刚体的情况 ， 上式退化为给定截面 （
不从上述定义中 ， 可 以看 出动瞬心轨迹与定瞬心

妨设为 平面 ）

上的平面向量式 ， 其中 ⑷ ＝ 轨迹之间的两点差异 ：

ｆ

〇－

叫

｜ 当＿）＾邦 时 ， 刚 的行⑴两条 曲线的形成过程不同 ： 前者是在固定参

Ｖ＾〇／考系中观察得到的 ， 而后者则是在固连参考系中观

察得到的 ． 我们指出 ，

“

在某参考系中观察某点 的运

Ｍｔ〇 ） ＼

＝ ｗ
２

ｚ ＾ ｏ动
”

用数学语言描述就是作 以该参考系的任
一

固连

此时式
（

２
） 存在唯

一

解点为始点 、 以被观察点 为终点的位矢 ｘ 并考察其形

成的 曲线 ａＫｄ ． 例如 ， 由于点 ０ 相对固连参考系静

ｒ
（
ｔ〇 ）

＝－ｎ
－

＾＾Ｒｏ ｉ
ｔｏ ）（

３
）止 ， 因此在固连参考系中观察上述点 Ｐ 的运动 ，

即

仕土刹ｉ故为 曲线 ｒ
（

ｒ
）

． 同理 ， 定瞬心轨迹就是位矢 及 （它的
＆Ｕ ’

始 点 ０ 〇 相对 固定参考系静止） 随时 间变化形成的

＝ ｌ

＾
（
ｆ〇 ）

ｌ曲线 舍
（
ｔ

）
， 动瞬心轨迹则是位矢 ＾它的始点 ０ 相

对 固连参考系静止 ） 随时间变化形成的 曲线 ？ （Ｔ ） ，

由式 （

３
） 得这样也就给 出了两类瞬心轨迹的数学定义 ？

（
２

） 两条曲线的运动状态不同 ：
由上述对两种瞬

＿ （〇 ）

＝
＿〇 （ 〇 ）

－

〇 ）
－＾（〇 ）心轨迹形成过程的分析中可 以认识到 ， 瞬心轨迹实

ｐ（ｔ０ ）
＝－

［

Ａ
ｉｔｏ＾Ｒｏ ｉ ｔｏ ）（

５
）际上就是在三维欧氏空间 中按照给定方式生成 的曲

式 （
４

）
和式

（
５

） 分别给 出 了刚体在 ４ 时刻的瞬 线 ． 这里 “

按照给定方式生成
”

指的是通过在某参

心 Ｐ 在 ４ 时刻的位矢 在固定坐标系中 以及位矢 考系中观察瞬心几何点变化轨迹的方式给出 曲线 ，

ｒ 在固连坐标系 中的投影列阵 ．这显然蕴含了这种曲线在生成它的参考系中 是静止

为 了与前面用于刻画包括瞬心固连点在内的刚 的 ？ 具体地说 ， 定瞬心轨迹相对固定参考系静止 ， 而

体固连点的记号加以区分 ， 本文后面将刚体在 ７

？

时 动瞬心轨迹则相对固连参考系静止？ 特别地 ， 动瞬心

刻的瞬心几何点记为 Ｃ ， 并设 为 Ｃ 相对 ０ Ｑ 的 轨迹上 的瞬心几何点与瞬心固连点在任意时刻 向 固

位矢 ， Ｆ
（

ｔ
）
为 （７ 相对 ０ 的位矢 ， Ｒ（

ｔ
）
为 左

（

ｒ
） 在固连坐标系的投影均重合 ．

定坐标系中的列阵 ， 为 ｆ
（
ｒ

） 在平动坐标系中的考察式 （
６

）
和式 （

７
） 可知 ， 定瞬心轨迹 Ｈ （

ｔ
） 是

列阵 ， ｇ （
Ｔ

） 为 ｆ
（
ｒ

）
在固连坐标系中的列阵 ． 这样 ，空间 中

一

条确定的 曲线 ， 它 由刚体在各个时刻的瞬

由式
（
Ｉ

）
和式

（

５
）
可得到心几何点构成 ， 曲线上参数 ｔ

＝
Ｔ〇 的点就是刚体上

￡＞ ／ 、ｉｗ 、ｗ作为 ｔ
〇 时刻瞬心的那个固连点 ； 整条曲线 为⑴ 在

－

（

ｒ
）

＝＝

—

（
ｒ

）

＿

 （
ｒ

）
－＾ （

ｒ
）（ ）固定参考系中静止 ， 即它在任意时刻 ｉ 向 固定坐标

Ｐ ｉ
Ｔ

）
＝－

ｌ

Ａ
’

（
ｒ

）
］

一 １

丑
’

。⑴ （
７
）系得到的投影曲线是相同的 ． 因此式 （

６
） 中 及 （

ｒ
）
的

式 （
６

） 和式 （
７

） 分别给出了任意 ｒ 时刻的瞬心几 表达式实际上给出 了定瞬心轨迹在任意时刻 ＊ 向 固

何点 Ｃ 的位矢 及
（
ｒ

）
在固定坐标系中 以及位矢 定坐标系投影的参数方程 ？ 同理 ， 式 （

７
） 则给出 了动

在固连坐标系 中的投影列阵 ， 亦即 ｔ 时刻的瞬心几 瞬心轨迹在任意时刻 ｆ 向 固连坐标系投影的参数方

何点坐标 ．
胃 －

１ ． ３ 两类瞬心轨迹的概念辨析Ｉ ．４ 瞬心轨迹在固定坐标系 中投影的运动方程

按照 １ ．２ 节中 的描述 ， 刚体的瞬心几何点是指需要说明 的是 ， 由于 固定坐标系相对固定参考

某时刻在固定参考系中瞬时速度为零的刚体固连点系静止 ， 因此将 曲线在不 同时刻 向 固 定坐标系投影

在该时刻所在的空间位置 ．

一

般情况下 ， 不同时刻的得到 的投影运动方程 ， 实际上就代表了该 曲线在固

瞬心几何 点并不
一

定对应于 同
一

个刚体 固连点 ， 因定参考系中 的运动方程 ．

此它们在 固连参考系中将形成
一

条 曲线 ， 称为动瞬两类瞬心轨迹均是空 间 中 以某种形式运动着

心轨迹 ． 类似地 ， 不 同时刻的瞬心几何点在固定参考的 曲线 ， 而 曲线在空间中 的运动则是
一

个二维的 问

系形成的 曲线称为定瞬心轨迹 ． 因此 ， 瞬心轨迹中蕴题 ： 时间是
一

个维度 ， 需要设置参数 （称为时间参数 ）

含了瞬心运动的全部历程 ．用于指明是哪个时刻 的 曲线 ， 在瞬心轨迹这
一

问题
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中具体指在哪个时刻将 曲线 （
即瞬心轨迹上所有点间参数 ， 将 ｆ＆ 固定得到的 Ｔ 曲线是动瞬心轨迹

的全体
）
向给定坐标系投影 ； 曲线本身又是

一

个
一

在 ｔ ｃ？
时刻向 固定坐标系中投影形成的 曲线 ；

Ｔ 为位

维结构 ， 需要设置参数
（
称为位形参数

）
来区分在同形参数 ， 将 Ｔ＝固定得到的 ｆ 曲线代表 了动瞬心

一

时刻投影得到的 曲线上 的各点 ． 这实际上就是拓轨迹上 Ｔｏ 时刻的瞬心几何点在固定坐标系中投影的

扑学概念—— 同伦的
一

个具体例子 运动 ．

可以看到 ’ 式 （ ６ ）
和式 〇〇 中的— Ｔ 就是位％２ 两类瞬心轨迹的运动规律

参数 ？ 以式 （
７

） 为例进行说明 ？ 在任
—

＿Ｕ 将＿Ｕ 瞬心轨迹的几何特征
心轨迹 听） 向酿坐标系中投影得到其投影曲线 ，

贼
（

９
） 和式 （

１ ０
）

，
可以得 出如下结论 ：

可以通过给 出参数 ｒ 的值来区分
巧
线上的各 点 ？ 例（

１
） 动瞬心轨迹投影的形状不随时间变化 ．

如 ， 若给 出 ｒ＝ 巧 ，
便可知道该点就是 ｔ

０ 时刻的瞬（
２

） 酸瞬心轨迹在同
一

时刻 的 Ｔ 曲线相
心固连点 ？ 因此 ’ 下面我们将？于设置时间参数 ｔ

切 ， 切点 为位形参数 ｒ＝ 知 对应的点 ．

用来指明在ｍ刻将 曲线
＾
对应坐标系投影 ？

、 、⑶ 动瞬心轨迹上位形参数为 Ｔ〇 的 （ 曲 线在
对于定瞬心轨迹 ， 如前面 １

‘
３ 小节末尾所述 ，

＊ ＝Ｔ
〇 处沿 ｉ 方 向 的方 向导数为 〇 ＿

由于定瞬心轨迹 蛛） 在 固定参考系中静止 ， 它在现证明如下 ： 由式 （
１０

） 表 明 ， 动瞬心轨迹在任意
１３定坐标系 中Ｍ影不随＿变化 ’Ｅｌ ｉｔｋ在任意

两个时刻只相差
—

个刚性运动 由于刚性运动不改
ｍｔ麵定投影曲线形状的特征量 （弧长 、酵 、 烧率

）
，

隸数方程形式与式 （
６

） 相同 ， 即ｗ賊证 明 了结论 （
１

）
＿

Ｒ
Ｔ （

ｔ
，
ｒ

）
＝Ｒ〇 （

ｔ
）
－（

８
）对于结论 ⑶ ，

只需证Ｖｔ ， 有

其中 ， 下标 ｒ 表示定瞬心轨迹的投影 曲线 ．
息 （

ｉ
，

对于动瞬心轨迹 ｆ
（Ｔ ）

， 与上面类似 ， 由于它在＾＾ ，
Ｔ

：
）

｜ Ｔ
＝ｔ
＝ ＾＾ ，

Ｔ
：
）

｜

Ｔ
＝ｔ

固连参考系 中静止 ， 它在固连坐标系中 的投影不随￥

时间变化 ，
因此在任意时刻 ｉ 将动瞬心轨迹投影到

固连坐标系中 ， 得到的形式均与式 （
７

） 相 同 ， 即有為＾ （
ｔ

，

ｆ
）

｜

Ｔ
＝

ｔ
＝

ｐ
ｂ

（
ｔ

，

ｒ
）
＝－

［

Ａ
／

（ｒ ）
］

－ １

；

Ｒ
＾ （ｒ ）（

９
）＾ （ｒ） ｜ Ｔ

＝
ｔ

－＝

其中 ， 下标 ｂ 表示动瞬心轨迹 的投影 曲线 ？ 结合固－

都＾ ｛ ［外 ） ］

－ １

应 （
ｒ

）｝ ｜ Ｔ＝ｔ
＝

定坐标系和固连坐标系 间在 ；ｔ 时刻的坐标转换关系，
^

（注意 ， 这里包含牵连项＆⑴ ）Ｓｂ Ｃｔ
’ ｄ ｌ Ｔｄ

对于结论 ⑶ 即证 Ｖｒ
， 有

Ｒ
｛ｔ ）

＝ Ｒ〇 ｛ｔ ）
＋ Ａ

｛
ｔ
）ｐ ｛

ｔ
）

Ｌ

进而可 由式
（
９

） 得到动瞬心轨迹在 ＊ 时刻向 固 定坐
＝〇

标系投影的参数方程 ， 即有将式
（
１ ０

）
代入即得证 ． 事实上 ， 由 瞬心的定义

ｂ＾Ａ也可得知该式的合理性 ．

Ｅｂ （
ｔ

，
ｒ

）
＝Ｒ〇 （

ｔ
）＋ Ａ （

ｔ
） ｐ

ｈ
（
ｔ

，
ｒ

）

＝

Ｒ
〇 ｛ｔ）

－

Ａ＾Ａ！＾ ） ］

－

１

＾ ＾ ）（

１０
）

２ ＿２瞬心轨迹＿动规律
—；＾

结论 ⑴ 表明 ， 动瞬心轨迹与定瞬心轨迹均具有

在给定参考系下 ， 式
（
９

） 和式 （
１０

）
给出 了两类刚体的特征 ， 即形状不随时间变化 ． 再结合结论 （

２
）

瞬心轨迹在 固定坐标系 中投影的运动方程 ． 具体地和结论 （
３

） 可以得到 ： 作平面运动的刚体 ， 它在任
一

说 ， 氬 （

ｉ
，

Ｔ
） （
或 吾ｂ （Ｋ＞

）
是指定

（
动

）
瞬心轨迹上 ｒ时刻的动瞬心轨迹相对于定瞬心轨迹的运动是纯滚

时刻的瞬心几何点在 ｔ 时刻向 固定坐标系投影的坐动 ， 接触点 即为动瞬心轨迹 （亦即刚体 ） 在该时刻的

标值 ．瞬心 ．

下面 以式 （
１０

） 为例 ， 通过考察 吾
ｂ （

ｆ
，
Ｔ

） 的 Ｔ 曲事实上 ， 从运动学的角度来看 ， 两个刚体的相对

线和 ｆ 曲线来具体说明两个参数的物理意义 ． ｉ 为时运动是纯滚动 ， 其充要条件是二者在接触点处相切
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且在接触点位置的相对速度为零 ． 结论
（

２
） 说 明 ， 任点 ． 在式中令 Ｅ⑴ ＝ ０ ， 可解出

一

时刻 平面运动刚体的动瞬心轨迹与定瞬心轨．Ｔ

迹相切 ， 切点即为该时刻的瞬心固连点 ； 结论 （
３

） 则ＭＷ
＝

说明 ， 动瞬心轨迹上位形参数为 ｔ〇 的点在 ｔ〇 时刻￡ （
＊〇 ）

＝２ Ｚ
（
Ｃ〇ｓ ２〇＾

，

ｓｉｎ ２Ｗｔ
０ ）

Ｔ

ｆ

速 即得 时刻两类瞬心轨迹社面两式 ，

－

方面可以賴“刻的瞬心固

连点 ｐ 的运动方程

３ 算例分析
－

架长为 ２ Ｚ 的梯子繼在与麵垂直的墙上 ，ＰＷ
＝

２ ＾
（
ｃ〇ｓ ２ｗ ｉ 〇 ，

ｓ ｉｎ ２＾〇
）

梯 子中 点到墙 角连线 与水平 向 右的 方向 成角 设为副＝色２⑷ ＋Ａ
（
ｔ
） ｐ（

ｔ〇
）

＝

沒
． 如 图 ２ 建立平面笛卡尔坐标系 Ｏｏ

Ｘ
ｏＲ 和 Ｏ哪 ２ｌ ｃｏｓ＾

（
ｔ
－

ｔ〇 ） （

ｃｏ ｓ＾〇 ，

ｓ ｉｎ ｕ；ｔ
〇ｒ（

１ ３
）

为讨论问题的简便起见 ， 设角 ０ 随时间的变化规律

为 ０ 
＝＞０

）
？另

一

方面 ， 也可 由式 （
６

）
和式 （

７
）
两式得出任意

ｔ 时刻瞬心几何点 的坐标为

Ｍ̄

Ｒ
（
ｒ

）
＝２ ｌ

（
ｃｏｓ ｃｊｒ

，
ｓｉｎ ｃｊｒ

）

Ｔ

ｋ

ｐ （
ｒ

）
＝２ ／

（

ｃｏｓ ２ｕ；ｒ
， 
ｓｉｎ ２ｏ；ｒ

）

Ｔ

３ ．３ 瞬心轨迹运动方程的推导与有 关讨论

利用前面 己求得的任意 ｔ 时刻的瞬心几何点坐

标 ， 与式
（
８

）

？ 式 （
１ ０

） 类似 ， 可得

Ｒ
ｒ （

ｔ
，
ｒ

）
＝２ ｌ

（
ｃｏｓ ｃｊ Ｔ

，

ｓｉｎ ｃｊｒ
）

Ｔ

 （
１４

）

？ｐ
ｒ
（
ｔ

， 
ｒ

）
＝２ ／

（
ｃｏｓ ２ｕｊｔ

，

ｓ ｉｎ ２ｃｊｔ

）

ｔ

〇０ ■

Ｘ〇

阁２Ｓｂ （
ｔ

，

ｒ
）
＝Ｒ〇 ｛

ｔ ）＋Ａ （ｔ ） ｐ
ｂ

（
ｉ

，

ｒ
）

＝

２ １ｃｏｓ ｕｊ
（
ｔ 
—

ｒ
） （
ｃｏｓ ｃｔ；ｒ

，

ｓ ｉｎａ ；ｒ

）

Ｔ

（

１５
）

３ ． １ 建 刚体固连点的 动方 ｆ王

、ｉ式 （

ｌ４
）
和式 （

ｌ ５
） 分别给 出 了梯子的定瞬心轨

蛇＃ａａｍｘｒ
■

购动瞬心轨迹的运动方程． 下面我们分别具体解
在 固连坐标系 中的列阵为 ＾⑴ 依次计算得到

／ｃ〇ｓ ｕ）ｔｓ ｉｎ＾
＼（

１
） 是以 ２ ／ 为半径的 １

／
４ 圆弧 ， 圆弧上

Ａ
｛
ｔ
）

＝坐标 Ｔ＝Ｔ
ｏ
的 点是梯子在 Ｔ０ 时刻的瞬心几何点在

Ｖ
－

Ｓｉｎ＾ｃｏｓ ｕｊ ｔ
／固定坐标系 中的投影 ． 从式 （

１４
）
中可以看到 ， 圆弧

在固定坐标系 中 的位置不随时 间 ｔ 而变化 ， 这表明

ｆ２
（
ｔ
）
＝Ａ

｛
ｔ ）
Ａ
￣

＼ ｔ ）

＾
ｕ； （

°１

） （
１ １

）定瞬心轨迹在固定参考系中静止 ．

Ｖ
＿

１°
／（

２
）＾ｂ （

ｉ
，
Ｔ

）
是与梯子相固连的以梯子为直径的

从而可得固连点 Ｐ 的运动方程半圆 ， 半圆上坐标 ⑷ ｒ
）

＝
（知 ，

ｔ０
）
的点是 ｔ 时刻的

瞬心固连点在 ｉ 时刻向 固定坐标系 的投影 ．

Ｒ
（
ｔ）
＝Ｒ〇 ｛

ｔ
）＋ｒ （

ｔ
）
＝Ｒ〇 ｛

ｔ
）＋Ａ

（
ｔ
）ｐ （

１ ２
）当取定 ｔ＝时 ， 该式描述 了动瞬心轨迹在 亡〇

廿 ， ｔＮ时刻 向 固定坐标系 的投影 ． 结合上面的结果可知 ，

ｆ＾梯子的动瞬心轨迹是与梯子相 固连的半圆 ．

＝ ―此
２—这与梯子作顺时针旋转当取定 Ｔ ＝时 ， 由式 （

１ ５
）
可得

的事实相符 ．

３ ． ２ 计算 知 时刻瞬心几何点 的坐标吾ｂ （
ｉ

’
Ｔ〇 ）

＝

＆⑴ ＋４⑴ ＝

不妨设固连点 Ｐ 为刚体在 时刻的瞬心 固连２ Ｚ ｃｏｓｗ
（
ｔ 
－

Ｔ
〇 ） （

ｃｏｓ ｏ；Ｔ〇 ，

ｓ ｉｎ ａ；Ｔ０ ）

Ｔ
（

１６
）
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该式描述了ｒ
０ 时刻的瞬心固连点在固定坐标系曲面 ， 瞬心轨迹的运动就是空间 曲面的运动 ． 可以预

中投影的运动 ． 式
（

１ ６
） 与式 （

１３
） 无论在形式还是在见 ， 这时两类瞬心轨迹

（
即两张直纹 曲面 ） 之间的关

物理意义上都别无二致 ． 由上式可知 ， 该 固连点始终系将只具有局部意义 ， 且将涉及古典微分几何中 曲

位于
（
ＣＯＳＷＴ

〇 ，
ｓｉｎ ＷＴ

〇 ）

Ｔ
这
一

方 向 ， 并在 ｉ＝ Ｔ
〇 这

一

面论的 内容 ， 此处权当启 发而不予更多讨论．

时刻运动至半径为 ２ Ｚ 的圆周
（
即定瞬心轨迹 ）

上．

５＋ｇ
这也表 明该固连点就是 吓 时刻的瞬心 固连点 ？

材采用笛卡尔坐标系下 的列 阵 － 矩阵语言
容易验证结论 ⑶ 、

Ｐ
均适合本算例 ， 因此两

给出 了平面运动刚体的动瞬心轨迹与定瞬心轨迹的

运动方程 ， 并娜运动方程睛 了酸瞬心轨麵

几何特征与物理意义 ， 进而证明 了结论 ： 平面运动

４＿般运动刚体情形的讨论刚体在任
一

时刻的动瞬心轨迹在定瞬心轨迹上作纯

最后简要讨论
一

下
一

般运动刚体 （ｗ ＃
０

） 的瞬滚动 ， 接触点 即 为动瞬心轨迹在该时刻的瞬心固连

心分布及其运动规律 ． 由于此时 ⑷ 为奇数阶反称点 ？ 然后通过
一

个具体算例展示了瞬心几何点坐标

矩阵 ， 故 ⑴ ｜
＝０

；
又 ｗ＝＋ ％ｅ

ｙ
＋
ｗ而 会及瞬心轨迹运动方程的求解方法 ， 并讨论了运动方

０
， 容易知道 ｒａｎｋ

（

ｆ？⑷ ）

＝ ２
． 故 打⑷ 像空间 的维数程的物理意义 ． 最后还简要讨论了

一

般运动刚体的

为 ２ ， 此时式
（
２

） 作为关于位矢 ７
？ 的线性方程组可情形 ．

能无解 ．

在式 ⑶ 有解的情况下 （如 刚体作定点运动的参 考 文 献

Ｉｆ形
）

， 解空 ｆ司的维数为 １ 
？ 也就 ：是说 ， 此时刚］体的瞬 １ 李俊峰 ， 张雄 ． 理论力学 （第 ２ 版 北京 ： 清华大学 出版社 ，

心构成了三维欧 氏空间 中的
一

条直线 ， 亦 即刚体运２〇１〇

动的瞬时转轴
２ 賴康 ？ 耐顿运 已働＿联細

一

＃删 ． 鮮

—

？

 ，物理 ，
１９ ９８ ，１７

（
２ ） ：１６

－

１９

在刚体运动过程中 ， 这条瞬时转轴将形成
一

张３ 康威 ． 单复变函数 ． Ｓ 以辇 ， 张南岳译 ． 上海 ：
上海科学技术出

直纹 曲面 ， 此时的瞬心轨迹实际上意味着这张直纹版社 ，
１９８ ５

（责任编辑 ： 胡 漫
）

ｒｓｓｇｓｓｉ关于力学竞赛的琐忆
０３０３Ｃ３ＣＳＣ３Ｃ３Ｃ９９Ｃ？Ｃ９３ＣａＣ３Ｃ§

王振东

（天津大学力学系 ，
天津 ３ ０００７２

）

摘要 周 培源先生是 １９４６ 年建立的 国际理论与应用力学联赛现已成为 中国 力学教育的 品牌活动之一 ．

合会的首顧事 ， １９５ １鮮麟 巾醜鮮会卿长 ， １９５２

关獅 雕源 ， 力学隸 ， 大雜 ， 力学学会

年在北京大学创办 了中 国第
一

个力学专业
，

１９５ ７ 年当选为＿

中 国 力学学会副理事长 ． 文章回忆 了时隔 ３５ 年为周培源先中 图分类号 ： Ｎ２ 文献标识码 ： Ａ

生举办两次学术报告会的经过 ， 介绍 了建议将 中国 力学学会ｄｏ ｉ ：１０ ．６０５２
／
１０００

－

０８７９
－

１７ －

１８ ０

１９８８ 年开办的
“

青年力学竞赛
”

，
以周培源先生名字冠名为

“

全 国周培源大学生力学竞赛
”

， 并成为我 国高等教育最高层１ 周培源先生与 力学学会的几件事
级的大学生科技竞赛活动的过程 ． 全国 周培源大学生力 学竞１ ９４６ 年 ９ 月 ， 时任清华大学教授的周培源
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